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CTB2210 : ELASTICITEITSLEER

COLLEGE ONDERWERPEN

= 1 Spanningstensor

= Spanningsdefinitie

= Spanningstoestanden en voorbeelden
= 2 Rektensor

" Relatieve verplaatsingen

" Rekdefinities

" Rektensor

= 3 Tensoreigenschappen
» [ntroductie van tensoren
= Transformatieregels
= Cirkel van Mohr
= Voorbeeld

= 4 Spannings-rek relatie
= Cirkel van Mohr voor spanning en rek
= Voorbeelden
= 5 Bezwijktoestanden
= Spanningen in 3D
= Von Mises en Tresca
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REKKEN
N N
Bekende uitdrukking:
Al
Al E = 7
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3D SITUATIE
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“NETTE” BESCHRIJVING

Ax

u ——TTY

Ax + Au ;

Au_d_u
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RELATIEVE VERPLAATSINGEN IN 2D

AX

A

v

> X-as

u_+Au,

Van het weergegeven stuk materiaal

PRSQ is een verplaatsingveld
gegeven :

u . =u (x,y)
u, =u,(x,y)

Dit verplaastingsveld is continu en
continu differentieerbaar.

|

.

Au

Au

* o dy

Yy

du, du,

Ax +

Ay

du ou
Y AX 4 y
ox dy

Ay

Ir J.W. Welleman

jan 2017

bladnr 5



i?I&i%{lj Delft
RELATIEVE VERPLAATSINGEN (VERVOLG)

Au
Au

vector

X

y

O,
ox
ou

y

o

ou,
dy
ou

y

ay

MATRIX MET

VERPLAATSINGSGRADIENTEN

Ay

vector

LET OP:
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RELATIEVE VERPLAATSING VERSUS REK

Ay
|
|
ou | N
l/ly + a—yAy : €ze : a 2 au 2
y | l2:a2+b2: Ax 4 uXA_x N —yAx
> ox dx
aux Er geldt tevens voor “vezel” PR :
ay Ti ki 1 PR

y-as

Ir JW. Welleman jan 2017 bladnr 7



i;@Ig'%(lj Delft
REKKEN IN DE VEZELS :
UITWERKEN LEVERT :

2 2 du ’ 2 au 2
+& )" .Ax" =1+ Bx Ax” + N Ax
X X

(au j * (o, o
E.=,1+|—==1| +| == | —1 zie bijlage dictaat
ox ox

. du. 1(u, Y
Taylor benadering : |, =—+—| — | +

T ox ox
gelineariseerde rek (kleine verplaatsingsgradiénten):
ou
E. = ou, ook:g, =—=
ox Y 9y
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RELATIEVE VERPLAATSING

- |ou du |
Au, _| ox  dy |Ax du, ) du,
Au, du, du, Ay | dy  Ox
dx  dy |
i - du, < WAT STELEN DE NIET
Ay Ex AL DIAGONAAL-TERMEN VOOR VAN
X o, ay DEZE NIET-SYMMETRISCHE
= 2
Ay ou. Ay MATRIX 5
y . y . | —
e
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NIET-DIAGONAALTERMEN IN DE TENSOR VAN
VERPLAATSINGSGRADIENTENTEN

y-as
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RESULTAAT
- Ou, Ou,
Aux ax ay
i Au, ) du, du,
dx  dy
mvullen:
_Aux ) _8XX WZ i
_Auy 1 L W gyy L

TRUC : symmetrisch maken

W, 7V,

HELP:

Deze matrix is niet
symmetrisch !
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SYMMETRISCH MAKEN

— . . —
gxx WZ . gxx 2 Wl T 2 WZ 4
IRt 1
i Wl gyy_ | 2 Wl + 2 WZ 8yy .
_ | | —
0 —S Y, T3V,
1 1
| 2 W, —3 V¥, 0 _
gxx WZ 8XX 8xy O —Q
= + met:€, =€,
5 Vi gyy _ _gyx gyy _ K2 0 _
REKTENSOR STARRE ROTATIE
(symmetrisch) levert geen vervorming op, wel een verplaatsing !
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VERVORMING EN STARRE ROTATIE

(zie ook dictaat)
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REKKEN

au TENSORNOTATIE:
€ =—

AR ax _l al/tl- al/tj .o

y €lj—2(aj + aij (1, ) =(x,y)
gy}’: .

dy

__1( du, auy L

Sxy—gyx—a ay + ax —nyy AFSCHUIFVERVORMING

TENSORNOTATIE:

STARRE ROTATIE

1( du auy » _l(a”i auj] N
= —() = — S T . \ (a )—( ) )
a)xy @ 2( ay axj 2\ dj oi b Y
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GENERALISATIE NAAR 3D

Au, Exv Exy Exz |[Ax 0 o, o;|Ax
Auy |=| &y €y Ey ||AY |+ @), 0 @ || Ay
_Auz i _gxz €y: €z | —AZ— _wz,x Wy 0 | —AZ
rek matrix starre lichaam rotaties
(deformaties) (geen deformatie)
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BIJZONDER GEVAL : Vlakke vervormingstoestand

doorsnede onder
vlakke
vervormingstoestan

ange tunnel sectie
tunnel doorsnede

Ineenviak geenrek,b.v. &, =&, =&, =0
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algemeen in 3-D
Oorspronkelijk volume :
(I+&, )Ax

ﬂ\x

+€yy y

2 J V'=(+e, )Axx(1+e, JAyx(1+¢, )Az
V'= V(1+g +&, TE, +gxxgyy+£yygzz+gzzgxx+gxxgyygzz)
VEV(1+8XX+€yy+8ZZ)
dus
AV V'V

e, = Vv = v =€XX+€yy+€ZZ
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VOORBEELD

31

Gegeven:
u, =02x107 +0,3x107" x

u, =2x10"x+1,8x107"y
met: [ =1,0m

Gevraagd :

e Rektensor
¢ Controle van verplaatsingen
e Rek in vezel AC

2l

v

v

X-as
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