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COLLEGE ONDERWERPEN

.1

=2

Spanningstensor

= Spanningsdefinitie

= Spanningstoestanden en voorbeelden
Rektensor

" Relatieve verplaatsingen

" Rekdefinities

" Rektensor

Tensoreigenschappen
» [ntroductie van tensoren
= Transformatieregels
= Cirkel van Mohr
= Voorbeeld

Spannings-rek relatie
= Cirkel van Mohr voor spanning en rek
= Voorbeelden
Bezwijktoestanden
= Spanningen in 3D
= Von Mises en Tresca
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p X O-xx O-xy O-xz n X O-Xy = O-YX
p y = O-yx ny yz ny et O-xz — O-zx
_pZ _ _O-ZX O-zy O-ZZ ] _nZ _ O-yz = O-zy
|
Spanningen
Au o €y € | Ax 0 o, o] A = Ex
Au, |=|€, &, €, |Ay o, 0 o_|Ay - E,=E,
_AMZ _ | X 2y Z _ _AZ_ _a)ZX a)zy O AZ gyz - gz
|
Rekken

HOE VERANDEREN DE UITDRUKKINGEN VOOR DE REKKEN EN
SPANNINGEN ALS HET ASSENSTELSEL WORDT GEROTEERD NAAR
EEN NIEUW TE KIEZEN ASSENSTELSEL ?
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MOGELIJKE ROUTES VOOR DE OPLOSSING

analytisch
- tensortransformatie ( nette route ) met als voorbeeld
een stijfheidsprobleem

- directe transformatie ( snelle methode ) met als
voorbeeld een spanningsprobleem

grafisch
- cirkel van Mohr

Extreme waarde van tensorcomponent blijkt een eigenwaardeprobleem te zijn.

eigenwaarde = hoofdwaarde en
eigenvector = hoofdrichting
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METHODE 1 : TENSORTRANSFORMATIE m.b.v. de
analogie van een stijfheidsprobleem

RELATIE TUSSEN KRACHT EN VERPLAATSING

F

F=k.u %ﬁ”

veerstijfheid
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VOORBEELD VAN EEN STIJFHEIDSPROBLEEM

> U,

2)

Vragen:

= Wat is de stijfheidsrelatie
tussen de kracht en de
verplaatsing ?

= In welke richting is de
constructie het stijfst en hoe
groot is deze stijfheid ?

A
v
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VRAAG 1 : STIUFHEIDSRELATIE ?

Kracht : Verplaatsing :
f rFx 3 rux 3
= 3 s U = < >
kFy, My
-~

Y X w 1y

T stijfheidsmatrix
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KINEMATISCHE
RELATIE
Al =u_
Al® =142 u +12 u,
CONSTITUTIEVE
RELATIE
v - EA o _EA
l VS
EAN?2 EA
N = R Al = l («/E.ux+% 2.uy)
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EVENWICHTS ‘ By
RELATIE o

F.=N"+1J2 . N®

—FX

_ 1 (2) Horizontaal evenwicht
Fy 2 2.N / Verticaal evenwicht

N®
INVULLEN:
EA | EA
Fx:Tﬂﬁ(%\/E-”ﬁ% 2-%)%\/5127[%”#%%
EA | EA
F== 2+ 4320 2 = b+,
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STIUFHEIDSRELATIE
e D — 1 3
3 1
<Fx>—EA3 5<ux>
o 11
pF;) l 2 2 \uy)
stijfheidsmatrix
Vector aanduiding | componenten
krachtenvector f F. ,F,
verplaatsingenvector U U, , U,

DEZE VECTOREN HEBBEN EEN GROOTTE EN EEN RICHTING EN HEBBEN EEN FYSISCHE BETEKENIS !
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EIGENSCHAPPEN VAN DE KRACHTENVECTOR EN
DE VERPLAATSINGENVECTOR

* GROOTTE
* RICHTING
» ASSENTRANSFORMATIE

ALS EEN VECTOR VOLDOET AAN DE REGELS VOOR
DE ASSENTRANSFORMATIE DAN SPREKEN WE VAN
EEN 1° ORDE TENSOR
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REGELS VOOR ASSENTRANSFORMATIE

f;=Fxcosa'+Fysin0(

F, =—F sina+F cosa
dus : ?:R.f

et R:{cosa sin &

—sin Ccosd

|
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1° ORDE TENSOREN B B
Krachtenvector £ : f=R.f en f=R'.f
Verplaatsingenvector u : u=R.u en u=R"u

Lengte van de vector verandert niet door een
assentransformatie :

LENGTE = INVARIANT

F1=E P +(EF =[] =F:f +(F: ] =F
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RELATIE TUSSEN TENSOREN IS OOK EEN TENSOR
f=K.u

K= tensor van de 2° orde

ASSENTRANSFORMATIE ?
f=R.f=RK.u=RKR" .u
?:K.u met: K =RK.R"

Ir JW. Welleman jan 2017 bladnr 13



Fid
TUDelft
DEFINITIE

ALS DE COMPONENTEN VAN EEN 1° ORDE TENSOR
( b.v. F) UIT DE COMPONENTEN VAN EEN ANDERE 1°

ORDE TENSOR ( b.v. u) KUNNEN WORDEN AFGELEID VIA
EEN LINEAIRE BETREKKING F=K . u, DAN HEET

K EEN TENSOR VAN DE 2° ORDE

Voorbeelden van andere tensoren :

= Spanningstensor 6.0,.0,.0,)
u Rektensor (Sxx’gxy’gyx’gyy)
* Traagheidsmomenten L .

» Buigende momenten in platen (momym,,m,, )

xy 2 oy
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VRAAG 2 :VOOR WELKE RICHTING IS DE
STIJFHEID v/d CONSTRUCTIE MAXIMAAL ?

R K R’
z_ ki ki | | cosa sina |k, k,|cosa —sina
ke ke —sina cosa ||k, k, | sin@ cosa
_ 2 : : . 2
k- = k. ,cos"« +k, sinacosa +k sinacosa +k, sin"a
_ . ) . . 2 .
k. = —k,sinacosa +k, cos” k., sin" o +k, sincosa
_ . . ) ) .
k. = —k,sinacosar —k, sin" o +k, cos” & +k,, sin@cosa
. ) . . . . 2
ke, = k,sin"«a k,sinacosa —k, sinaxcosa +k, cos"a
Extreem ?
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EXTREME WAARDEN VAN DE
STIJFHEIDSCOMPONENTEN

Letop:
Zie uitwerking in het diktaat op
pagina 17 en 22.

- ga over op de dubbele hoek
- differentiéren en uitwerken

dic dk— Q@
=0 en 2 =0 <o
do do
Extreem voor een rotatie « :
k 2
_ Xy o 1 1 2
tan 20/ = e = ko =hio =1 (ks +kyy)i\/[§(kxx —kyy ) | +K3,
2 \7xX yy
= k—=k— =0
Xy yXx

— [k O Fl [k ol(n
K = dus: {T1L " “IL £ zelfde richting als u
O k2 O O k2 O
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TOEPASSEN OP ONS PROBLEEM

4 N _3 1_ 4 h
<Fx>——EA3 2 <ux>
o 1 1
\Fy) [ 2 2] My,

Extreme waarden (hoofdwaarden) voor de stijfheid :
2%
3 L B

2 2

k = EIA(1+ f) EIA( —1 2)

2

tan(2¢r) = =1 = a,=225"a, =1125°
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INTERPRETATIE

r 3 — = [ 3
I ko 0| U
<F > = < >
5 L0 k(M

kKracht en verplaatsing in dezelfde richting !
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METHODE 2 : DIRECTE METHODE a.h.v. een
spanningsprobleem

O W Horizontaal evenwicht:
O ‘ Ao—cosa—Ao-sinx=0_Acosa+o0 Asinx
VX XX Xy yx
L ¢ . X
y ‘ol ' Verticaal evenwicht:
ol — Ao—sina+Ao—cosax=0_Acosa+0 Asinx
_xy X XX Xy Z yy
XX — Herschrijven tot:
O— Gxx )
XY _ 2 ) .
O-=0_cos"a+0 SIn"x+20 sinocosa
XX yy yX
A . . 2 2
o= (0,,—0,)sinacosax—o, (SIn” & —Ccos” &)
Y ’ identiek aan gevonden relaties op blz 15
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EXTREME WAARDEN
VAN DE SPANNINGEN

Letop:
- ga over op de dubbele hoek
- differentiéren en uitwerken

O— do— O

% — () en wo_0 = extreme waarden worden de
do do hoofdwaarden genoemd

Extreem voor een rotatie «:

tan2a=1(o_o-fo_ ) :>01,2=%(0'xx+ny)i\/[%(ax—ayy)]2+0'
2\ Y yy

n,

0
0 ||n _

}{ } p zeltde richting als n
0-2
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WISKUNDIGE BENADERING

Wanneer hebben kracht en verplaatsing
dezelfde richting ?

f=Au

stijtheidsrelatie :

f=K.u

geljjkstellen
Ku=u=1.1.u= < =

dus:
(K 1 I) u=0 EIGENWAARDEPROBLEEM

Letop:

K en I zijn MATRICES
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EIGENWAARDEPROBLEEM OPLOSSEN

_kXX —A kX | (ux\
1L L=

k k —A| |u

| yX yy 4 U Y

Alleen een oplossing u#0 indien Determinant van de
matrix nul is:

Bk, +k, ). A+(k Kk, —k2)=0

XX yy

Dy =3l +he, )£ e, -k, )F + k2

eigenwaarden zijn dus gelijk aan de hoofdwaarden
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ANALYTISCHE TRANSFORMATIE : TRANSFORMATIEFORMULES

R K R
S k@ cosa sina || ku ky |[cosa —sina
K= = , , (sheetl5)
k— k— —sin@ cosa || k k sina@ cos&
yx o yy yx o Tyy

internationale aanpak met behulp van de dubbele hoek:
_ 1 1 _ :
ko =75 (ke k) +5 (ko =k )cos2a+ k., sin2a

S | 1 .
kyy =5k k) =5 (ko —kyy ) cos2a -k, sin 200

— —_1 -
kxy =—7(ky —kyy)sin2a+k,, cos2a

Hoofdwaarden en hoofdrichtingen :

tan2a—l(kkxik | =k, =1(k, +k, )t \/B(k K, )]2+kfy
2

:>k—: — =0
yx
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GENERALISATIE IN 3D (b.v. met spanningstensor)

Hoofdspanning en hoofdrichtingen in 3D: los eigenwaardeprobleem op

f A f j
Px My
APy =00y
\pZJ \nZJ
uitwerken:
B 1 h O
Oy =0 Oy Oy, n, 0
Oy Oy —0O Oy, <ny>:<0>
_ 0
i Oy Oyz Oz O-_ 1z -
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NIET TRIVIALE OPLOSSING: determinant is nul

Wortels van karakteristieke polynoom zijn hoofdwaarden
en los eigenvectoren op voor deze hoofdrichtingen.

03—1102+I2O-—13 :O

with INVARIANTS [, I, and I5 :
Ly=0, + Oy +0,,

_ 2 2 2
ly=0,,0,,+0,0,+t0,.0,, —0,,—0, —0

_ 2 2 2
I; = OxOyyO0r; =00y, =00, —0,.0 + Zaxyayzazx
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GRAFISCHE METHODE : CIRKEL VAN MOHR

o Zet op de x-as ky en kyy uit

e /et het assenstelsel in O

o Geef de verticale assen k., en k, aan afhankelijk van het assenstelsel
e Zet de bekende punten (ky; ky) €n (kyy; kyy) Uit

e Trek de verbindingslijn tussen deze twee punten

e Teken de middelloodlijn van deze verbindingslijn

e Het snijpunt van de middelloodlijn en de x-as is het middelpunt m

e Teken een cirkel met middelpunt m door de punten (k; kxy) €n (kyy; kyx)
e Geef de hoofdwaarden k; (grootste) en k, (kleinste) aan

e Geef het Richtingen Centrum aan
o Een lijn getrokken vanuit het RC evenwijdig aan de x-as snijdt de cirkel in het punt (kxx; kxy)
o Een lijn getrokken vanuit het RC evenwijdig aan de y-as snijdt de cirkel in het punt (kyy; kyx)

e Teken vanuit het RC de hoofdrichtingen
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CIRKEL VAN MOHR assenstelsel

A
____________________________________________________________________________________________________________
[ [ [ |
1 1 1 |
1 1 1 |
1 1 1 |
| | | L
[y B A [ e E e R e 2 e e e e e e B
1 1 1 |
| | | |
[ [ [ |
1 1 1 |
————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————
1 1 1 |
1 1 1 |
1 y 1 1 |
1 1 1 |
I [ R — L | s A
[ [ | |
1 1 1 |
1 1 1 1 |
1 1 1 1 |
1 1 1 1 |
------------------------------------------------------- [ ittty Eelilitidid el dlietie e afntieidiite Rl it Mty Rt
1 1 1 1 |
| L | XX
[ [ [ [ |
1 —l—l>x 1 |
______ . . . >
1 ] ] ] | ”
1 1 1 |
| |
| |
! |
r===-=a-=-=-~"7fF~~~° L R | B T-~"~=~~7=7° [ e R L R [ e T-~"~=~~7=7°
' | Yy
! |
! 1
1
————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————
1
|
[
1
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1
1
1
1
|
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1
1
1
________________________________________________________________________________________________________________
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CIRKEL VAN MOHR tensorpunten en middelpunt

yX
AN
AR U S s S s S A S S SR S S S SR
SR S SR U SN T O SN S NS S AN NS SO OO O SO
: o N
s
| x| R | -
----- a — —— & : — >
e L SRt i .
A T A 7 H R A A T
SR NS SN N SO A 7500 U T U N S O SO N S S
| | :\\Q L
| (Ko 3Ky )
"""""""""""""""""""""""""""""""""""" | piiie Head e iy Bl e e i it Rl |
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CIRKEL VAN MOHR cirkel en richtingencentrum RC

\ 4
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CIRKEL VAN MOHR hoofdwaarden en hoofdrichtingen

———————————

————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

: X k
i T ' XX
ot Y R Yy
——————————— -El—‘—— R ————-|—————|—> — 4 - - —— - - = —|-————-E—————i—————+—————|—————|
e (ks 3Ky )
—————————————————————————————————— R R R A SRR
k v
Ay
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GRAFISCHE TRANSFORMATIE : CIRKEL VAN MOHR

———————————

————————————

______

————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

[}
___________
I

———————————
-----------

___________

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————

___________________________________________________
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TOEPASSEN OP ONS STIUJFHEIDSPROBLEEM

_ _ Fou
SR N R ‘ .
< F‘x > — EA E 3 < u‘x > slap stijf
- 11
\Fy) l _2 2_ \l/ly) X =225

definitie van het assenstelsel
tensorpunten uitzetten

cirkel construeren
richtingencentrum bepalen
hoofdwaarden en hoofdrichtingen aangeven
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Cirkel van Mohr : assenstelsel
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k

VX

Cirkel van Mohr : tensorpunten en cirkel

Xy

EA
21

XX

Yy
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Cirkel van Mohr : RC en hoofdrichtingen

Fid
TUDeIftA A
k 2

VX

Xy
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REKVOORBEELD Degeven: _4
u, =02x107" +0,3x10™ x
u, =2x10"" x +1,8x10™" y

met: /=1,0m

Gevraagd :

Rekcirkel van Mohr
Hoofdrekken en hoofdrichtingen
Rek in vezel AC

Verandering van de rechte hoek
ADC

31

A
\4
A
v
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0,2x10™

—————————————————————————————————————————————————

——————————————————————————————————————————————

XX

___________________________________

——————————————————————————————————————

—————————————————————————————————————————
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ANTWOORDEN OP DE VRAGEN

1) Reken de rekken uit en teken de rekcirkel en lees af :

e’ =g =23%x10"

conclusie : AC is een hoofdrekrichting en vezels evenwijdig aan deze
richting zullen alleen verlengen. Er treedt dus geen
verdraaiing op !

2) Controleer zelf met de verplaatsingen in A en C dat de
m.b.v. de cirkel van Mohr gevonden rek de juiste is.

3) De rechte hoek in D tussen de vezels DC en DA
verandert met, ga dit na in de cirkel :

y=2e_ = 2x—1,25%x10"* =-2,5%107*

conclusie : De hoek ADC wordt hierdoor groter
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